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Exercise 1 Continuité.

1. Considérons la fonction f définie sur R? par

0 si (z,y) = (0,0).

Montrer que, pour tout y € R fixé, la fonction z +— f(x,y) est continue. De méme, montrer que,

pour tout z € R fixé, la fonction y — f(x,y) est continue. La fonction f est-elle continue sur R??

2. Considérons la fonction g définie sur R? par

x2y2

gy =) T S @y # 00,
0 si (l’,y) = (0,0)

La fonction g est-elle continue sur R? ?

3. Considérons la fonction u définie sur [0, co[x[0, 1] par
u(t,z) = ane” " Lsin(nm),
n=1

ol (ay,)nen est une suite telle que Y°°° n?|a,| < co. Montrer que u est continue sur [0, co[x [0, 1].

4. Soit u une fonction de classe C* définie sur [0, 1] telle que

Nous définissons 4 sur R a partir de u par
(i) un prolongement par imparité sur [-1,1],
(ii) puis, un prolongement par périodicité sur R.

Montrer que @ est de classe C® sur R.



Exercise 2 Schéma non convergent.

Considérons 1’équation de la chaleur avec des conditions aux bords de Dirichlet homogenes
Owu(t,z) — Ogu(t,z) =0,  x€]—4,4], t €]0,1]
u(t,—4) =0, u(t,4) =0, t €]0,1],
u(0,z) = up(x), x €] —4,4].
ot uy € C([—4,4]) avec ug(—4) = 0 et ug(4) = 0. Notons u € C*(]0, 1] x [—4, 4]) 'unique solution.
On suppose de plus que ug = 0 sur [—4, 4], que ug est nulle sur [—3, 4] et qu'il existe a €] — 4, —3|
tel que ug(a) > 0. On rappelle (ceci est admis) que, puisque uy = 0, on a

u(t,z) >0, V(t,x)€]0,1]x] —4,4].

Nous allons considérer le schéma d’Euler explicite. On note o0t = 1/(M + 1), M € N, le pas de
temps et dx = 8/(N 4+ 1), N € N, N impair, le pas d’espace. La solution approchée aux points
(ndt, jox) sera notée u} pour j € {—(N +1)/2,...,(N +1)/2} et n € {0,..., M + 1}.

1. Rappeler la définition du schéma d’Euler explicite.

2. Supposons maintenant, que 6t = dx. Montrer que u} = 0 pour i > 0 et n € {0,..., M +1}. En
,je{—-(N+1)/2,...,(N+ 1)/2}} ne tend pas vers 0 quand

dz tend vers 0 (c’est-a-dire quand N tend vers +00).

déduire que max {‘uéwﬂ —u(l,jx)

Exercise 3 0-schéma.

Considérons 1’équation de la chaleur avec des conditions aux bords de Dirichlet homogenes
Owu(t,z) — Ogu(t,z) =0,  x€]0,1], £ €]0,T]
u(t,0) =0, u(t,1) =0, t €]0,T7,
u(0, ) = up(x), x €)0,1].

ou T > 0 et ug est la donnée initiale telle que ug(0) = 0 et ug(1) = 0. Soit (N, M) € N?. On fixe
0t =T/(M+1) et dx =1/(N +1). Soit 6 € [0, 1], on considere le #-schéma défini de la maniere

suivante. Pour n = 0, u? est définie grace a la donnée initiale ug :

u) = ug(jox), Vj =0,.N +1.

Ensuite pour n =0, .., M, (u?“)j est définie a partir de (u}); par
ot ot
n+l _ n n+1 n+1 n+1 n n n .

n+l __ nt+l __
uy =0, et uy; =0.

1. Ce schéma est-il explicite ou implicite ?



2. Etudier 'ordre de consistance du schéma.

3. Stabilité (L?) au sens de Von Neumann

(a) Montrer que le schéma est stable si 6§ > 1/2.
(b) Montrer que, si 8 < 1/2, le schéma est stable sous la condition 6t < dx?/(2 — 46).

4. Stabilité L*°. Montrer que le schéma est L>°-stable sous la condition

5t
s521-0) <1

ot
5. Montrer la convergence du schéma en norme L sous la condition 5—22(1 —60) < 1. Quel est
x
I’ordre du schéma ? Que pensez-vous du cas 0 = 0.57
Exercise 4 Saute-Mouton.
Considérons I'équation de la chaleur suivante :
Owu(t,z) — Ogu(t,z) =0, 2 €]0,1], £ €]0,T]
u(t,0) =0, u(t,1) =0, t €]0,T7,
u(0,z) = up(x), x €)0,1].
ouT > 0 et ug est la donnée initiale telle que ug(0) = 0 et ug(1l) = 0. On fixe N et M deux
entiers positifs et on pose 0t = T/(M + 1) et dz = 1/(N + 1). Considérons le schéma défini de la
maniere suivante :
u) = ug(jox), Vj =0,.N + 1.

et pour tout n =0,.., M

n+l _  n—1 n__ ,n _ ,n
u; u; 2uj Ui — Uiy Vil 1 N
+ 2 - 07 .] - ). 9
20t ox
n+l _ n+l __
uy" =0, et up'; =0.

1. Le schéma est-il implicite ou explicite ?
2. Démontrer que le schéma est consistant d’ordre 2 en temps et en espace.
3. Etudier la stabilité au sens de Von Neumann.

4. On remplace maintenant le terme uj dans le schéma par la moyenne (u}erl + u?_l) /2. Montrer

que le schéma obtenu est inconditionnellement stable au sens de Von Neumann.

5. Etudier sa consistance.



Exercise 5 Schéma implicite ou explicite ?

Considérons 1’équation de la chaleur avec des conditions de Dirichlet homogene :
Owu(t,z) — Ogu(t,z) =0,  x€]0,1], ¢t €]0,T]
u(t,0) =0, u(t,1) =0, t €]0,T7,
u(0, ) = up(x), x €]0,1].

ou T > 0 et ug est la donnée initiale telle que u(0) = 0 et uy(1) = 0. On fixe N et M deux entiers
positifs et on pose 0t =T/(M + 1) et dz = 1/(N + 1). On s’intéresse au schéma suivant :

u? = up(jér), Vj =0, .N +1.

j =
et pour tout n =0,... M
n+tl _ . n ntl _ . nmn _ . n
; u 2u; Uiy — Uy

J J J =0,Vj=1,.N
6{: + 51:2 ) .] b )

n+l _ n+l __
uy - =0, et uy; =0.

u

1. Ce schéma est-il explicite ou implicite ?
2. Effectuer I'analyse de stabilité au sens de Von Neumann.

3. Ce schéma est-il plus intéressant que le schéma aux différences finies explicites ou que le schéma
de Crank-Nicolson ?



